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26. Mouvement brownien (2) : équation de
Fokker-Planck

1. Processus de Markov

Pour caractériser complétement un processus stochastique X (t), il est en
principe nécessaire! de connaitre toutes les densités de probabilité conjointes
Pn(T1,t1; 20, to; ... Ty, t,). Toutefois, certains processus stochastiques peuvent étre
décrits de maniere plus simple. C’est notamment le cas des processus de Markov,
qui interviennent dans I’étude du mouvement brownien.

1.1. Probabilité conditionnelle élémentaire

De maniére générale, chaque probabilité conjointe? p,, (x1,t1; T2, to; ... Tp, ty)
peut s’exprimer en fonction de pi(xy,t1) et des probabilités conditionnelles
P11 (@2, ta]21, 1), oy D=1 (Tns tn|T1, t1s T2, b2 3 21, tpm1)

(1,130, t05 .5 Xy, ty) =

p1(x1,tr) prpn (w2, ta|we, t1) oo prjp—1 (T, t o1, t1s T2, t25 3 21, ). (1.1)

Par définition, un processus stochastique est un processus de Markov si, pour
des instants quelconques t1 < t5 < ... < t,, et pour tout n,

p1|n—1(mn7 tn|$17 l1322,t25 ... Tn—1, tn—l) = p1|1($n7 tn|xn—17 tn—1)~ (12)

Une fois arrivé en z,,_1 a 'instant t,,_1, apres étre passé par x1 a t1, x2 a to, ...,
Tpn_1 at,_1, un processus de Markov évolue ensuite d’'une maniere qui ne dépend
que de z,_1. Autrement dit, I’évolution d’un processus markovien a partir d’un
instant donné ne dépend que de ’état du processus a cet instant et non de son
histoire antérieure.

La quantité centrale pour la description d’un processus de Markov est donc
la probabilité conditionnelle pq)q (2, |z, 1), c’est-a-dire la probabilité pour que le

L Voir le chapitre 2.

2 Par commmodité, les densités de probabilité sont appelées ici simplement probabilités.
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processus prenne la valeur 2’ & l'instant ¢, compte tenu de ce que sa valeur a
I'instant ¢ était z. Pour un processus de Markov, 1’équation (1.1) s’écrit en effet :

(1,132,825 5 Ty tn) = pr(we, t)pan (e, tal@e, t1) - 1 (T, tn | Tn 1, tn1).

(1.3)
Toutes les probabilités conjointes sont donc déterminées si I’on connait la proba-
bilité p; et la probabilité conditionnelle py|q, dite probabilité conditionnelle élémen-
taire ou probabilité de transition.

Si le processus de Markov considéré est stationnaire, la probabilité p; ne
dépend pas du temps. On peut alors considérer qu’elle représente la distribution
d’équilibre que I'on atteint au bout d’un temps 7 suffisamment long, quel que soit
I’état xo d’ou l'on parte. Dans ce cas, on a

pi(z) = Tli_)rglopm(x,ﬂxo). (1.4)

Le processus de Markov est alors entierement défini par la donnée de la probabilité
de transition.

1.2. Equation de Chapman-Kolmogorov

On a, de maniere générale, I'identité
pip (s, 3]z, t1) = /P1|1(9€2,t2|l‘1,tl)p1|2($37t3|$1,t1;902,152)d902~ (1.5)

Dans le cas d’un processus de Markov, compte tenu de la relation (1.2), cette
identité s’écrit sous la forme d’une équation fonctionnelle pour la probabilité py|; :

P11 (w3, talwy,ty) = /p1|1(.r2,t2|$1,t1)p11(a:3,t3\x2,t2)d:c2. (1.6)

Cette équation, établie par M. v. Smoluchowski en 1906, puis par S. Chapman
en 1916 et A. Kolmogorov en 1931, est connue, dans le contexte du mouvement
brownien, sous le nom d’équation de Smoluchowski, et, plus généralement, sous
le nom d’équation de Chapman-Kolmogorov. Cette équation fonctionnelle non
linéaire, relativement complexe, exprime une contrainte a laquelle doit satisfaire
la probabilité de transition d’un processus de Markov ; elle possede beaucoup de
solutions.

1.3. Etablissement d’une équation d’évolution a partir de 1’équation
de Chapman-Kolmogorov

Supposons qu’a I'instant initial ¢ty on possede sur le systeme une certaine in-
formation, caractérisée par la fonction de distribution f(zg,tg). On a, a l'instant ¢,

f(z,t) = /pl1(ac,t|m0,to)f(x0,to)dm0, (1.7)
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et, de méme, a l'instant ¢ + At,
f(:z:, t+ At) = /pll(a:,t + At|{130, to) f(ﬁl]o, to) dalo. (18)

On cherche a relier directement f(z,t+ At) et f(x,t), sans passer par I'inter-
médiaire de la distribution initiale. Comme le processus est un processus de Markov,
la probabilité de transition p;j; vérifie 'équation de Chapman-Kolmogorov (1.6),
que ’on peut écrire sous la forme

P11 (@, t + Atlxg, to) = /p1|1(a;',t\xo,to)pm(x,t+At!x’,t) dz’. (1.9)

En reportant cette relation dans 1’expression (1.8) de f(z,t + At), on obtient

flx,t+ At) = //p11(m’,t|x0,to)p11(m,t+At|w’,t) f(xo,t0) dx’ dxg, (1.10)

soit, en utilisant 1’équation (1.7),
flz, t+ At) = /f(x', t) pip (@, t + Atla’, t) da’. (1.11)

Il est ainsi possible, dans le cas d’un processus de Markov, de relier directement
fx,t+ At) et f(x,t), sans faire intervenir la distribution initiale.

Si le processus aléatoire X(t) est stationnaire, la probabilité de transition
pij1 (2, t+ At|z’,t) ne dépend pas séparément de t 4 At et de ¢, mais seulement de
la différence de ces deux temps, et I'on peut réécrire ’équation d’évolution (1.11)
sous la forme

f(ac,t—l—At):/f(ac',t)p1|1(x,At|x')d:v’. (1.12)

2. La vitesse de la particule brownienne comme processus de
Markov

Revenant au modele de Langevin du mouvement brownien®, on cherche &

déterminer I’évolution au cours du temps de la fonction de distribution des vitesses
de la particule brownienne.

Par définition, cette quantité, notée f(v,t), est la densité de probabilité pour
qu’a l'instant ¢ la vitesse de la particule soit comprise entre v et v + dv. Cette
fonction de distribution donne acces, a chaque instant, a des quantités telles que

3 Voir le chapitre 25.
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la moyenne ou la variance de la vitesse de la particule, ainsi qu’a des moments de
la vitesse d’ordre plus élevé.

La vitesse de la particule brownienne obéit a I’équation de Langevin, rappelée
ci-dessous :

m% = —m~yv + F(t). (2.1)

Dans le cas ou la fonction d’autocorrélation de la force aléatoire est une fonction
de Dirac, la force aléatoire F'(t) n’a aucune “mémoire” des instants antérieurs
at ((F(t)v(t)) =0sit>t). Alors, comme 'équation différentielle (2.1) est du
premier ordre, I’évolution de la vitesse a partir de I'instant ¢ ne dépend que de
la valeur de la vitesse a cet instant, et non de sa valeur aux instants antérieurs.
La vitesse v(t) de la particule brownienne est donc, dans ce cas, un processus de
Markov. Cette propriété reste encore approximativement vraie lorsque ’on prend
en compte le temps de corrélation fini 7, de la force aléatoire, pourvu toutefois que
celui-ci soit beaucoup plus petit que le temps caractéristique v~ ! des fluctuations
moyennes de vitesse, autrement dit pourvu que l'on ait séparation stricte des
échelles de temps 7. et Tp = v~ 1.

La fonction de distribution des vitesses f(v,t) obéit alors, pour un intervalle
de temps At > 7., a I’équation d’évolution (1.12), réécrite ci-dessous avec les
notations appropriées :

f(v,t—i—At):/f(v’,t)p1|1(v,At|U’)dv’. (2.2)

Il est possible, sous certaines conditions, de déduire de I’équation (2.2) pour
f(v,t) une équation aux dérivées partielles, 1’équation de Fokker-Planck. C’est
I'objet du développement de Kramers-Moyal.

3. Développement de Kramers-Moyal

Le mouvement aléatoire de la particule brownienne est le résultat de ’agitation
continue des molécules du bain. Les chocs de ces molécules modifient un peu la
vitesse de la particule brownienne, mais, celle-ci ayant une masse beaucoup plus
grande que celle de ces dernieres, les transferts de quantité de mouvement restent
faibles par rapport a la quantité de mouvement de la particule.

Il est intéressant de tenir compte, dans la probabilité de transition
p1j1(v, At|v'), du fait que les variations de vitesse w = v — v’ sont beaucoup
plus petites que la vitesse v. Dans ce but, considérant la probabilité de transition
P11 (v, Atjv') comme une fonction pyj;(w,v — w, At) de la variation de vitesse w
et de la vitesse initiale v’ = v — w, on réécrit I’équation d’évolution (2.2) sous la
forme

f(v,t—f—At):/f(v—w,t)p1|1(w,v—w,At)dw, (3.1)



332 MOUVEMENT BROWNIEN : EQUATION DE FOKKER-PLANCK

ot p1j1(w,v — w, At) représente la distribution conditionnelle de la variation de
vitesse w, la vitesse initiale v/ = v — w étant fixée.

3.1. Moments de la variation de vitesse

Pour simplifier I’écriture, nous notons dans ce paragraphe v (et non v’) le se-
cond argument, supposé¢ fixé, de la probabilité conditionnelle p;;. Pour
At < 71, les moments de la variation de vitesse w se déduisent de I’équation
de Langevin intégrée sur un intervalle de temps At, c’est-a-dire

1 t+At
w=—-yvAt+ — / F(t")dt'. (3.2)
m-Jg

e Le premier moment de w,
(w) = /wp1|1(w,v,At) dw, (3.3)

est la variation moyenne? de la vitesse pendant le temps At. La force de Langevin
étant nulle en moyenne, il vient, d’apres I’équation de Langevin intégrée (3.2),

(w) ~ —yv At. (3.4)

Le premier moment de w est proportionnel a At.

e Le second moment de w,

(w?) = /w2p1|1(w,v,At) dw, (3.5)

se calcule en prenant la moyenne de I’équation obtenue en élevant au carré les
deux membres de I’équation de Langevin intégrée (3.2). Il vient :

) t+At 1 t+At t+At
w? = 20 (A1) — = o At/ F(t)dt'+— / dt’/ dt" F(t"F(t").
m ¢ m= Jy ¢

(3.6)
La fonction d’autocorrélation de la force aléatoire, (F'(t')F(t")) = g(t' — t"),
décroit sur un temps de 'ordre de 7.. Pour At > 7., on peut prendre I’expression
approchée® g(7) = 2Dm?5(7). On obtient alors, au premier ordre en At,

(w?) ~ 2D At. (3.7)

e De méme, tous les moments (w™) = [ w" py|1(w, v, At) dw contiennent une
contribution du premier ordre en At, que 'on peut noter M, At. De maniere
générale, les quantités M,, peuvent dépendre de v.

4 P ST o N . .
La moyenne définie ici est équivalente a la moyenne d’ensemble sur les variables du bain.

® Voir le chapitre 25.
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3.2. Le développement

Le produit f(v—w,t)pi1(w,v—w, At) peut étre développé en série de Taylor®
de w :

fo—w, t)pip(w,v —w, At) = Z (=" w" 8’; (f(v,t)pl‘l(w,v, At)). (3.8)

|
= nl ov

En reportant cette expression dans 1’équation d’évolution (3.1), on obtient
o (-D)”
flot+ A =3

n=0

/w”%(f(v,t)pm(w,v,At)) dw, (3.9)

soit

fot+an=Y" <_nl,>n %((W)f(v,t)), < Aty (3.10)
n=0 '

Cette formule, connue sous le nom de développement de Kramers-Moyal, a été
établie par H.A. Kramers en 1940 et J.E. Moyal en 1949.

Comme tous les moments (w™) possédent une contribution M,, At du premier
ordre en At, I’équation (3.10) donne, en ne conservant que les termes d’ordre At,

]_n n

(M, f) At. (3.11)

n! 81}”

flv,t+ At) — i

En faisant formellement tendre At vers zéro, on obtient ’équation aux dérivées
partielles vérifiée par la fonction de distribution des vitesses f(v,t) :

TL

Z n! avn M, f). (3.12)

4. Equation de Fokker-Planck

4.1. Etablissement de I’équation

Le rapport entre deux termes successifs du membre de droite de 1’équation
(3.12) est d’ordre w./v, ou w, représente la variation typique de vitesse sur un
temps 7. et v une valeur typique de la vitesse. On a

kT

w? ~ 2D, v~ (4.1)
m

6 1a dépendance de py|; par rapport a son premier argument w est maintenue telle quelle. Il

n’est en effet pas possible de développer par rapport a cet argument puisque p1|1(w, v, At) varie
rapidement avec w.
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ou D est le coefficient de diffusion dans I’espace des vitesses. En utilisant le second
théoreme de fluctuation-dissipation” sous la forme de la relation v = mD/kT, on

obtient
2

w m
—< ~ D7, ~ T, 4.2
.- :
v? kT (42)
Les termes d’ordre successif décroissent comme des puissances de 7.

Conservant alors seulement les deux premiers termes du développement de
Kramers-Moyal, on écrit :

0 0 0?
6_{ 8U(M1f>+ 1T(sz)- (4.3)

L’équation (4.3) pour la fonction de distribution des vitesses est ’équation de
Fokker-Planck.

Comme I’équation de Langevin, ’équation de Fokker-Planck est valable dans
la limite y7. < 1, c’est-a-dire dans la limite d’une séparation stricte des échelles
de temps (7. < TR).

Lorsque la force de Langevin elle-méme est gaussienne, I’équation de Fokker-
Planck est exacte. En effet, dans ce cas les moments d’ordre supérieur a deux du
transfert de vitesse sont d’ordre supérieur ou égal a (At)? et il n’existe que deux
termes non nuls dans le développement de Kramers-Moyal.

4.2. L’équation de Fokker-Planck comme équation de conservation
dans ’espace des vitesses

D’apres I’équation de Langevin pour la particule brownienne libre, on a
M1 = —0, M2 =2D. (44)
L’équation de Fokker-Planck correspondante s’écrit donc

af(@? 2 = %(’yvf(v,t)) + %(Df@’t))' (4.5)

Elle a la forme d’une équation de continuité,

8f oJ
e + — 9 =0, (4.6)
avec le courant
J=—yf— Dg (4.7)
= —yv 9 )

7 Voir le chapitre 25.
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L’évolution de la solution de I’équation de Fokker-Planck est ainsi décrite par
I'image hydrodynamique d’un écoulement continu dans l’espace des vitesses. Le
courant correspondant est la somme d’un courant de convection —yvf et d’un
courant de diffusion —DJf /v (formule (4.4)).

4.3. Solution stationnaire

En régime stationnaire, f ne dépend pas de t, et donc J ne dépend pas de v.
On integre alors I’équation (4.4) en appliquant par exemple la méthode de variation
de la constante. La seule solution normalisable est obtenue en faisant J = 0 :

2

f(v) = Cste. exp(—%). (4.8)

Autrement dit, & une dimension, un état stationnaire est un état a courant nul®.

Si le bain est en équilibre thermodynamique a la température T', la solution
stationnaire (4.5) de ’équation de Fokker-Planck doit correspondre a la distribu-
tion de Maxwell-Boltzmann a la température T, ce qui est effectivement le cas,
compte tenu du second théoreme de fluctuation-dissipation v = mD/kT.

4.4. Résolution

On recherche la solution fondamentale de 1’équation de Fokker-Planck. Par
définition, c’est la solution qui correspond & la condition initiale f(v,t = 0) =
d(v —vg), ou la vitesse initiale a vy est bien définie (non aléatoire).

On définit la transformée de Fourier par rapport a v de la solution fondamen-
tale :

FEt) = /_ T o, 1) €€ du. (4.9)

N

A l'instant initial, on a

f(&t=0)=¢e"". (4.10)

L’équation de Fokker-Planck (4.2) devient, apres transformation de Fourier, une
équation aux dérivées partielles du premier ordre pour f(&,1t) :

of (&, of (&,
. (1)) (4.11)

On peut montrer que la solution générale de I’équation (4.8) est de la forme

F(6,1) = wlee ™ exp<—§—>, (4.12)

Cette propriété disparait en dimension supérieure, ou il existe des états stationnaires a
courant non nul.
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ou v est une fonction arbitraire, que ’on choisit de maniere & ce que la condition
initiale (4.7) soit vérifiée :

. D £2
P(E) = e’ exp(;%). (4.13)
Il vient donc :
F(.1) = explige "vy) exp (—?%u -en). (4.14)

La solution fondamentale de 1’équation de Fokker-Planck s’obtient a partir de
f(&,t) par transformation de Fourier inverse :

0 (v — ’er_vt)z) ' (4.15)

1 ol 1
O iy A S—
T )=\ D e eXp( 9D 1 e

Lorsque t — o0, la solution fondamentale tend vers la distribution stationnaire :

] b

Si v/D = m/kT, c’est-a-dire si le bain est en équilibre thermodynamique a la
température 7', on retrouve la distribution de Maxwell-Boltzmann. La particule
est thermalisée.

F(0,1) — %27

\

A chaque instant ¢, la distribution (4.12) est une gaussienne, de moyenne
(v(t)) =wvoe™ " (4.17)

et de variance
o2(t) = = (1 —e 7). (4.18)

Dans les formules (4.14) et (4.15), les moyennes sont calculées® & I’aide de la distri-
bution f(v,t). Elles sont équivalentes a des moyennes d’ensemble sur les variables
du bain. Les résultats (4.14) et (4.15) pour la moyenne et la variance de la vitesse
de la particule brownienne sont en accord avec les résultats déduits de 1’équation
de Langevin en moyennant sur les variables du bain'?.

9 Par exemple, on a ((t) = [T v f(v,t)dv.

10 Voir le chapitre 25.
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5. Modele de Langevin généralisé

5.1. Equation de Langevin retardée

Dans le modele de Langevin du mouvement brownien, la fonction de réponse
de la vitesse est de la particule brownienne est!! :

Xvaz (1) = @(t)a e . (5.1)

La transformée de Fourier-Laplace de Y,.(t) est I'admittance complexe!?

A(w) = 1/m(vy — iw). Cependant, une forme de la fonction de réponse telle que
celle donnée par la formule (5.1) est peu physique. En effet, le frottement ne peut
s’établir instantanément, et il faut pour cela un temps au moins égal au temps de
collision 7.. Physiquement, des effets de retard sont donc nécessairement présents.

Il est possible d’en tenir compte en remplacant 1’équation différentielle de
Langevin pour la vitesse par ’équation intégro-différentielle

m—:—m/ (t—tHo(t")dt' + F(t), U:ill—f, (5.2)

appelée équation de Langevin retardée ou généralisée. Dans cette équation, la fonc-
tion (t), nulle pour ¢ < 0, est un noyau mémoire. C’est une fonction décroissante
du temps, de largeur de l'ordre de 7. et d’intégrale fooo ~v(t)dt = ~. Le terme

m f vt — t")v(t')dt’ est un terme de frottement retardé, la borne inférieure
de 11ntegrale prise ici égale a —oo, correspondant a l'instant auquel la particule
brownienne a été mise en contact avec le bain.

Comme dans le modele de Langevin, la force de Langevin F(t) agissant sur
la particule brownienne est modélisée par un processus aléatoire stationnaire de
moyenne nulle. Cependant, étant donné que 1’on souhaite maintenant tenir compte
du caractere retardé du frottement, il est cohérent de tenir compte également du
temps de corrélation non nul de la force aléatoire. On suppose donc que, comme
le noyau mémoire, la fonction d’autocorrélation g(7) = (F(t)F(t 4+ 7)) décroit sur
un temps fini de 'ordre de 7.. On ne fait pas, contrairement au cas du modele de
Langevin non retardé!, I’hypothese vy7, < 1.

11 15 force extérieure appliquée se couplant a la position de la particule, la fonction de réponse
de la vitesse est désignée par Xovz(t).

12 Voir le chapitre 25.

13" Ce dernier modele est appelé également modeéle de Langevin simple, ou sans mémoire.
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5.2. Admittance complexe

En présence d’une force extérieure appliquée Feyt (t), 'équation retardée du
mouvement de la particule brownienne s’écrit

m‘;—: =—-m /_oo vt =t vt dt' + F(t) + Fex (1), v = Cé—f. (5.3)
En moyenne, on a :
m(%) = —m/_oo vt =) (")) dt’ + Fexe. (), (v) = % (5.4)

Lorsque la force extérieure appliquée est harmonique, Fiy;. () = Re(Fye™?),
la solution de I’équation (5.4) est, en régime stationnaire,

(v(t)) = Re({vo) e™™*), (5.5)
avec
(vo) = A(w) Fo, (5.6)
ou A(w) est 'admittance complexe du modele de Langevin généralisé, donnée par
1 1
Alw)= — —— (5.7)

m y(w) —iw’

Dans cette formule, v(w) désigne la transformée de Fourier-Laplace du noyau
mémoire :

y(w) = /OOO y(t) et dt. (5.8)

Plus généralement, pour une force extérieure Feyt (t) de transformée de Fourier
Fext (w), la solution (v(t)) de I’équation (5.4) a pour transformée de Fourier (v(w)),
avec

(v(w)) = A(W) Fext.(w)- (5.9)

5.3. Analyse harmonique : lien entre le noyau mémoire et la fonction
d’autocorrélation de la force de Langevin

[’analyse harmonique est également applicable a 1’équation de Langevin
retardée, puisque celle-ci reste linéaire. L’instant initial ayant été repoussé a —oo,
la vitesse de la particule brownienne est un processus aléatoire stationnaire. La
force aléatoire ainsi que la vitesse de la particule sont développables en série de
Fourier. Les densités spectrales Sg(w) et S, (w) de la force aléatoire et de la vitesse
de la particule sont reliées par ’équation

1 1
m? |y(w) —iw]?

Sp(w) = Sr(w). (5.10)



NOTES DE COURS 1999—2000 : CHAPITRE 26 339

Ici encore, on peut montrer que ’admittance complexe est donnée par la
formule

Aw) = % /Ooo<v(t)v(0)> et dt, (5.11)

comme dans le modele de Langevin non retardé. C’est le premier théoreme de
fluctuation-dissipation. Pour démontrer ce résultat, il faut, soit disposer d’un
modele microscopique d’interaction de la particule avec le bain conduisant a des
expressions analytiques explicites du noyau mémoire et de la fonction d’auto-
corrélation de la force aléatoire, soit appliquer la théorie de la réponse linéaire
au systeme isolé constitué par la particule brownienne couplée avec le bain.

On déduit de I'équation (5.11)
/ (v(t)v(0)) et dt = 2kT Re A(w). (5.12)

soit, d’apres le théoreme de Wiener-Khintchine,

2T R
Sp(w) = e (@) . (5.13)
m|y(w) — iwl
Il vient alors, en utilisant la relation (5.10),
Re () = 5 Sp() (5.14)
ev(w) = 5 Sr(w). .

Cette relation est I’expression, pour ce modele, du second théoreme de fluctuation-
dissipation. Il en résulte, en appliquant une nouvelle fois le théoreme de Wiener-
Khintchine, la relation

g(1) = mET ~(|7|). (5.15)

La donnée du noyau mémoire spécifie donc completement la fonction d’auto-
corrélation de la force de Langevin. Il y a un lien étroit entre le temps de corrélation
de la force de Langevin et le retard dans le frottement.

5.4. Un modele analytique simple

Il peut étre utile de disposer d’expressions analytiques explicites pour le noyau
mémoire et la fonction d’autocorrélation de la force aléatoire. On peut prendre par
exemple un noyau mémoire décroissant exponentiellement :

Y(t) = yw. O(t) e wet, (5.16)



340 MOUVEMENT BROWNIEN : EQUATION DE FOKKER-PLANCK

La fonction d’autocorrélation de la force aléatoire est alors'®, d’apres la formule
(5.15),
g(1) = mEkTyw, e I, (5.17)

Dans la limite w. — oo, on retrouve, comme il se doit, la limite de I’équation de
Langevin non retardée, avec une force aléatoire corrélée en fonction delta, c’est-a-
dire un bruit blanc.

On déduit de la formule (5.16) les expressions des transformées de Fourier-
Laplace du noyau mémoire,

We
=y 5.18
1) =7 2, (5.1)

et de 'admittance complexe,

1 1
= — 5.19
AW moay e — — W ( )

We — W

Les poles de A(w) donnent acces aux temps caractéristiques de la relaxation de la
vitesse a partir d’un état initial bien défini. Ces temps sont intermédiaires entre
7. = w; et Tp = v~1. Comme on ne fait plus I'’hypothese y7. < 1, il n’y a plus
séparation nette des échelles de temps entre la vitesse de la particule brownienne
et la force aléatoire, contrairement au cas du modele de Langevin non retardé.

6. Quelques remarques sur les processus de Markov

Le mouvement brownien d’une particule libre, tel qu’il est décrit par le modele
de Langevin non retardé, fait intervenir la notion de processus de Markov. On
distingue clairement une variable lente, la vitesse de la particule brownienne, et
une variable rapide, la force aléatoire. La vitesse de la particule brownienne peut
étre considérée comme un processus de Markov. Corrélativement, la fonction de
distribution des vitesses obéit a une équation de Fokker-Planck. Ce modele est
bien adapté au cas du mouvement brownien stricto sensu, dans lequel la masse de
la particule brownienne est beaucoup plus grande que celle des molécules du fluide
environnant.

6.1. Limite visqueuse du modele de Langevin

Dans la limite visqueuse ot1 1’on néglige I'inertie de la particule brownienne®®,

la position de celle-ci vérifie I’équation différentielle du premier ordre

m’y(fl—j = F(t). (6.1)

14 peg expressions de ce type peuvent se justifier dans le cadre de certains modeles micro-
scopiques d’interaction de la particule avec le bain.

15 Voir le chapitre 25.
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Dans la mesure ou la fonction d’autocorrélation de la force aléatoire peut étre
assimilée & une fonction de Dirac g(7) = 2Dm?5(7), la position x(t) de la parti-
cule brownienne, telle qu’elle est décrite par I’équation (6.1), peut étre considérée
comme un processus de Markov. La densité de probabilité p(z,t) obéit a une
équation de type Fokker-Planck, appelée équation de Smoluchowski, et qui n’est
autre que I’équation de diffusion

p(z,1)
ot

2
:Dﬂcap(m7t)7 D, =

- (6.2)

La solution fondamentale!® de I'équation (6.2) est une gaussienne de variance
02(t) = 2Dt :

I2

4Dt

p(x,t) = (4rDyt)~1/? exp(— ), t > 0. (6.3)

En d’autres termes, le front de diffusion est gaussien.

6.2. Modele de Langevin généralisé

Dans le modele de Langevin généralisé, contrairement au modele de Langevin
non retardé, on ne fait pas I’hypothese v7. < 1 : il n'y a pas séparation stricte
des échelles de temps. Clairement alors, la vitesse v(t) de la particule brownienne
ne peut pas étre considérée, méme approximativement, comme un processus de
Markov : I’évolution de la vitesse a partir de l'instant ¢t dépend en effet de la
vitesse aux instants antérieurs a ¢, comme le montre bien I’équation du mouvement
retardée (5.2). On ne peut pas, dans ce cas, écrire une équation de Fokker-Planck
pour la fonction de distribution des vitesses f(v,1).

6.3. Mouvement brownien d’une particule dans un potentiel

Le mouvement brownien d’une particule libre présente un caractere tres parti-
culier, en raison de I'absence de potentiel. Méme en présence d’'une force aléatoire
corrélée en fonction delta, le mouvement brownien d’une particule dans un poten-
tiel dépendant de la position ne peut pas étre décrit par un processus de Markov a
une dimension, c’est-a-dire correspondant & un seul processus aléatoire qui serait
la vitesse de la particule.

Considérons a titre d’exemple le mouvement brownien d’une particule dans
un potentiel harmonique, décrit par ’équation

d*x dx
mos + mY +mwiz = F(t), (6.4)
ou F(t) est la force de Langevin. L’équation (6.4) étant une équation différentielle
du second ordre pour la fonction z(t), ni la position z(t) ni la vitesse v(t) =

16 Crest la solution correspondant & la condition initiale p(z,t = 0) = §(x).
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dx(t)/dt ne sont des processus de Markov. En revanche, si la force aléatoire
est corrélée en fonction delta, le processus a deux dimensions {x(t),v(t)} est
markovien. On peut en effet le décrire par un ensemble de deux équations différen-
tielles du premier ordre,

6.5
dq;gf) +myo(t) + mele(t) = F(t).

La fonction de distribution conjointe f(x,v,t) obéit a une équation de Fokker-
Planck.

6.4. Projection

De maniere générale, lorsqu’un processus n’est pas un processus de Markov,
on peut le considérer comme une “projection” d’un processus de Markov plus
complexe (c’est-a-dire & un nombre plus grand de dimensions), en introduisant
dans la description des variables supplémentaires appropriées. Clairement, cette
procédure n’a d’intérét pratique que si ces autres variables sont en nombre réduit.
Dans le premier exemple ci-dessus (modeéle de Langevin généralisé), il faudrait
prendre en compte tous les degrés de liberté des molécules du bain pour avoir
une description markovienne! En revanche, dans le second exemple (mouvement
brownien d’un oscillateur harmonique), il suffit de considérer les deux variables
x(t) et v(t) pour se ramener a un processus de Markov a deux dimensions. Ceci
permet une résolution simple de ce probleme, notamment dans le cas ou la force
de Langevin est gaussienne.
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