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25. Mouvement brownien (1) : modéle de
Langevin

1. Introduction

En 1827, le botaniste R. Brown a découvert au microscope le mouvement
incessant et irrégulier de petites particules de pollen en suspension dans l’eau.
Il a également remarqué que de petites particules minérales se comportent
exactement de la méme maniere : cette observation est importante, car elle ex-
clut d’attribuer ce phénomene a une quelconque “force vitale” spécifique aux ob-
jets biologiques. De maniere générale, une particule en suspension dans un fluide
est en mouvement brownien lorsque le rapport entre sa masse et la masse des
molécules du fluide est grand devant I'unité. L’idée selon laquelle le mouvement
de la particule brownienne est une conséquence du mouvement des molécules du
fluide environnant s’est répandue au cours de la seconde moitié du XIX€ siecle.
C’est A. Einstein, qui, en 1905, a donné la premiere explication théorique claire de
ce phénomene, qui a été vérifiée directement expérimentalement’®, ce qui a permis
d’établir les fondements de la théorie atomique de la matiere.

Cependant, un peu avant A. Einstein — et dans un tout autre contexte —,
L. Bachelier avait déja obtenu la loi du mouvement brownien dans sa these inti-
tulée “La théorie de la spéculation” (1900) ; le mouvement brownien est d’ailleurs
couramment utilisé aujourd’hui dans les modeles de mathématiques financieres.
Le mouvement brownien a joué un role important en mathématiques : historique-
ment, c’est en effet pour représenter la position d’une particule brownienne qu’un
processus stochastique a été construit pour la premiere fois (N. Wiener, 1923).

Les phénomenes de fluctuations mis en évidence dans le mouvement brownien
sont en fait universellement répandus. Les concepts et les méthodes mis en ceuvre
pour étudier le mouvement brownien ne sont pas limités au mouvement d’une
particule immergée dans un fluide de molécules plus légeres, mais sont généraux
et applicables a une large classe de phénomenes physiques.

1 On peut citer en particulier la mesure du nombre d’Avogadro par J. Perrin en 1908.



312 MOUVEMENT BROWNIEN : MODELE DE LANGEVIN

2. Modele de Langevin

Le mouvement brownien est donc le mouvement compliqué, de type erra-
tique, effectué par une particule “lourde”? immergée dans un fluide, subissant des
collisions avec les molécules de celui-ci.

Les premieres explications du mouvement brownien furent données, indépen-
damment, par A. Einstein en 1905 et par M. v. Smoluchowski en 1906. Dans ces
premiers modeles, 'inertie de la particule n’était pas prise en compte. Un mode
de raisonnement plus élaboré, tenant compte des effets de 'inertie, a été mis au
point par P. Langevin en 1908.

2.1. Equation de Langevin

Le modele de Langevin est un modele phénoménologique classique, dans lequel
on analyse l'effet du fluide sur la particule brownienne de la facon suivante. Raison-
nant pour simplifier & une dimension, on repere la position de la particule par une
abscisse z. Deux forces, caractérisant toutes les deux 'effet du fluide, agissent sur la
particule de masse m : une force de frottement visqueux —m~y(dz/dt), caractérisée
par le coefficient de frottement v, et une force fluctuante F'(t), qui représente les
impacts incessants des molécules du fluide sur la particule brownienne. La force
F(t) est supposée indépendante de la vitesse de la particule : c’est pour cette
derniere une force extérieure, appelée force de Langevin.

S’il n’y a pas de force extérieure appliquée dépendant de la position, la par-
ticule brownienne est dite “libre”. C’est ce que nous supposons ici. L’équation du
mouvement pour la position de la particule brownienne libre est donnée par la loi
de Newton,

d?x dx
— =—my— + F(t 2.1
ou encore
dv dx
- _ Ia = 2.2
m— myv + F(t), v=— (2.2)

L’équation de Langevin — sous I'une ou 'autre des formes (2.1) ou (2.2) — est his-
toriquement le premier exemple d’une équation différentielle stochastique, c’est-
a-dire contenant un terme aléatoire F'(t). Comme F(t), la solution d’une telle
équation est une fonction aléatoire du temps, c’est-a-dire un processus stochas-
tique.

Dans le probleme étudié ici, la force de frottement et la force fluctuante
représentent deux conséquences du méme phénomene physique, les collisions de
la particule brownienne avec les molécules du fluide.

2 On entend par “lourde” une particule de masse beaucoup plus grande que celle des molécules
du fluide.
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2.2. Hypotheses sur la force de Langevin

Le fluide (ou bain) est supposé dans un état stationnaire®. En ce qui le con-
cerne, aucun instant ne joue de role particulier. La force fluctuante agissant sur
la particule brownienne peut donc étre modélisée par une fonction aléatoire sta-
tionnaire. Par suite, la moyenne* & un temps (F(t)) ne dépend pas de t et la
moyenne a deux temps (F'(t)F(t')) ne dépend que de la différence t —t'. Le modele
de Langevin contient un certain nombre d’hypotheéses supplémentaires sur la force
aléatoire.

e On suppose que
(F(t)) =0. (2.3)

Cette hypothese est nécessaire pour qu’a I’équilibre la valeur moyenne de la vitesse
de la particule soit nulle, comme ce doit étre le cas en ’absence de force extérieure
appliquée.

e La fonction d’autocorrélation de la force aléatoire,
g(1) = (F()F(t + 7)), (2.4)

est une fonction paire de 7, qui décroit avec || sur un temps caractéristique 7
(temps de corrélation). On pose :

/000 g(t)dr = Dm?. (2.5)

La signification du coefficient D sera précisée par la suite. Le temps de corrélation 7,
de la force de Langevin est de 'ordre du temps de collision avec les molécules du
fluide. Si ce temps est beaucoup plus court que les autres temps caractéristiques
du probleme, comme par exemple le temps de relaxation de la vitesse moyenne
a partir d’une valeur initiale bien définie, il est possible d’assimiler g(7) a une
fonction de Dirac :

g(1) = 2D m?* (7). (2.6)

e Le plus souvent, on suppose de plus, pour fixer les idées — et aussi par
commodité de calcul —, que F(t) est un processus aléatoire stationnaire gaussien.
Toutes les propriétés statistiques de F'(t) sont alors calculables & partir de la seule
donnée de la fonction d’autocorrélation g(7). Cette hypothese peut se justifier a
partir du théoreme de la limite centrale®, si ’'on tient compte du fait que, par suite
des nombreux chocs que subit la particule brownienne, F'(t) peut étre considérée
comme résultant de la superposition d’un grand nombre de fonctions aléatoires de
meéme loi.

3 Le plus souvent, on considérera que le bain est en équilibre thermodynamique.

4 . .. oo .
La moyenne intervenant ici est définie comme une moyenne d’ensemble sur les variables du
bain.

5 Voir le chapitre 1.
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3. Réponse et relaxation

En I’absence de potentiel extérieur, ’équation de Langevin est une équation
différentielle stochastique linéaire. Cette propriété permet de calculer exactement
les propriétés moyennes de réponse et de relaxation de la particule brownienne
libre.

3.1. Réponse a une perturbation extérieure

En présence d’'une force extérieure appliquée Foy (t) s’ajoutant a la force
aléatoire F'(t), I’équation du mouvement de la particule brownienne s’écrit

d?z dx
Mmooy =-my o+ F(t) + Fext.(t), (3.1)
ou encore p ;
v T
W F Fex 9 - . 2
m myv + F(t) + Fex (t) V= (3.2)
En moyenne, on a :
dv d{x
(%) = —mye) + o (), () = 2, (3.3

Pour une force extérieure appliquée harmonique, Foy (t) = Re(Fye ™), la
solution de I’équation (3.3) est, en régime stationnaire,

(v(t)) = Re((vo) e™*), (3.4)
avec
(vo) = A(w) Fo, (3.5)
o A(w) est 'admittance complexe, donnée par
1 1
Alw) = e (3.6)

Plus généralement, pour une force extérieure Feyy (t) de transformée de Fourier
Fext.(w), la solution (v(t)) de I’équation (3.3) a pour transformée de Fourier (v(w)),
avec

(v(w)) = A(W) Fext. (w)- (3.7)

Dans le modele de Langevin, la vitesse de la particule brownienne répond
linéairement a la force extérieure appliquée. On peut associer a cette réponse un
coefficient de transport : la particule brownienne, portant une charge ¢, soumise
a un champ électrique statique E, acquiert la vitesse limite (v) = gE/m-~. Sa
mobilité est donc?® :

= R (3.8)

6 Aucune confusion n’étant possible avec le potentiel chimique, la mobilité de la particule est
désignée simplement ici par u.
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3.2. Evolution de la vitesse a partir d’un état initial bien défini

On suppose qu’il n’y a pas de force extérieure appliquée et qu’a I'instant ¢ = 0,
la vitesse de la particule a une valeur bien définie, autrement dit non aléatoire,

v(t =0) = vo. (3.9)

La solution de 1’équation de Langevin (2.2) pour cette condition initiale s’écrit

t

1 ,
o(t) =voe "+ — 0 F(t'ye = gy, (3.10)

La vitesse v(t) de la particule brownienne est une fonction aléatoire du temps, non
stationnaire, dont nous allons calculer la moyenne et la variance en fonction du
temps.

e Moyenne de la vitesse

Comme en moyenne la force fluctuante est nulle, il vient :

(v(t)) = vge . (3.11)

La vitesse moyenne s’amortit donc, avec le temps de relaxation

Tr =~ (3.12)

e Variance de la vitesse

La variance de la vitesse est définie par

ay(t) = ([w(t) = w®)]?), (3.13)

ou, de maniere équivalente, par

a5 (t) = (v (1)) = (w(t))*. (3.14)

Il vient, en faisant appel a la définition (3.13) de o2(t) et & I'expression (3.10) de

olt), o
1 ’ 1’
oAt = — /0 d’ /0 Q" (F(EYF(E)) e~ 7)==t (315)

En prenant pour la fonction d’autocorrélation de la force de Langevin la forme
simplifiée (2.6), on obtient

t
o2(t) = 2D / e~ 2=t gy (3.16)
0
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soit

o2(t) = D (1—e 2. (3.17)

A Dlinstant ¢ = 0, la variance de la vitesse est nulle, la vitesse étant en effet
certaine. Sous l'effet de la force aléatoire, des fluctuations de vitesse apparaissent.
La variance de la vitesse augmente avec le temps. Pour ¢ < Tr, cette croissance
est linéaire :

o2(t) ~2Dt. (3.18)

Il s’agit d’un phénomene de diffusion dans I’espace des vitesses. Le parametre D
introduit dans la formule (2.5) apparait comme le coefficient de diffusion dans
lespace des vitesses. Pour t > Tp, la variance de la vitesse sature a la valeur D /7.

3.3. Second théoreme de fluctuation-dissipation

L’expression (3.17) de o2(t) montre, en faisant appel & la définition (3.14) de
cette quantité, qu’au bout d’un temps beaucoup plus long que le temps de relaxa-
tion Tr, (v?(t)) tend vers une valeur limite D /v indépendante de la vitesse initiale
vo. L’énergie moyenne de la particule, (E(t)) = m(v?(t))/2, tend vers la limite
correspondante mD /2. La particule brownienne se trouve alors en équilibre avec
le bain. Si ce dernier est lui-méme en équilibre thermodynamique a la température
T, 'énergie moyenne de la particule prend sa valeur d’équipartition (E) = kT'/2.
On a alors :

m
7=z D. (3.19)

Cette équation relie le coefficient v qui décrit le frottement — c’est-a-dire la dis-
sipation dans le systeme —, au coefficient D qui décrit la diffusion dans ’espace
des vitesses — c’est-a-dire les fluctuations. En utilisant la définition (2.5) de D, on
peut réécrire la formule (3.19) sous la forme

1= /0 CE@F(E+ 7)) dr (3.20)

On montrera dans la suite que cette relation s’étend au cas ou la fonction d’auto-
corrélation de la force de Langevin n’est pas une fonction de Dirac, pourvu toutefois
que l'on ait 7. < Tgr.

L’équation (3.20), qui relie directement le coefficient de frottement v a la
fonction d’autocorrélation de la force de Langevin, est connue sous le nom de
second théoréme de fluctuation-dissipation”. Ce théoréme traduit le fait que la

7 Cette terminologie est due & R. Kubo.
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force de frottement et la force fluctuante sont toutes les deux dues aux collisions
de la particule brownienne avec les molécules du fluide environnant.

3.4. Evolution de la position a partir d’un état initial bien défini.
Diffusion de la particule brownienne dans 1’espace

On suppose qu’a 'instant ¢ = 0 la position de la particule a la valeur bien
définie
z(t=0)=0. (3.21)
En intégrant 'expression (3.10) de la vitesse, on obtient, compte tenu de la con-
dition initiale (3.21),

Vo

1 t t i
z(t) = 2 (1—e ) + —/ dt’/ F(t") e 7=t g (3.22)
Y m Jo 0

La position z(t) de la particule brownienne est elle aussi une fonction aléatoire du
temps, non stationnaire, dont nous allons calculer la moyenne et la variance en
fonction du temps.

e Moyenne de la position

La valeur moyenne de la position évolue de la fagon suivante :

_ % —e 7). .
(z(t)) = 5 (1 ) (3.23)

e Variance de la position

Pour obtenir la variance de la position, o2(¢), on peut par exemple calculer
tout d’abord sa dérivée par rapport au temps,

da§t<t) = 2([2(t) = {2()] [v(t) = (w(E)]). (3.24)
On a :
dU;t(t) _ %/0 dt”/o dtllle—w(t”—t’”)/o dt/e—y(t—t’) <F(t”/)F(t/)>. (3.25)

En prenant pour la fonction de corrélation de la force aléatoire I’expression sim-
plifiée (2.6), il vient
doZ(t) 2D

dat A2

(1—e 752, (3.26)

Comme la position initiale de la particule a une valeur bien définie, o2 (¢t = 0) = 0,
et, par suite, on obtient, en intégrant la formule (3.26),

2D

—’yt_l —27t_1
o2(t) v (t+26 _C

v 2y

). (3.27)
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A partir de sa valeur initiale nulle, la variance de la position croit, tout d’abord
comme t3 pour t < Tx. Pour t > T, elle croit comme 2Dt/+? ; il en est alors de
méme de (z2(t)), ce qui est un comportement typique d’un processus de diffusion.
Le coefficient de diffusion spatial D, est relié a D par :

Dy =—. (3.28)

3.5. Limite visqueuse de 1’équation de Langevin

Le comportement diffusif de la particule brownienne, obtenu pour t > Tg
dans le cadre du modele de Langevin, avait été obtenu dans les premieres théories
du mouvement brownien proposées par A. Einstein en 1905 et M. v. Smoluchowsi
en 1906. Dans ces théories, on ne s’intéresse qu’a la position de la particule pour
des temps assez grands, et pas a sa vitesse. On néglige le terme d’inertie dans
I’équation du mouvement (2.1), qui s’écrit alors sous la forme approchée

dx
my— = F(t), (3.29)

dite équation du mouvement brownien dans la limite visqueuse. Cette description
simplifiée du mouvement brownien, valable pour des temps assez grands, corres-
pond bien aux observations de J. Perrin.

L’équation (3.29) s’integre immédiatement, en donnant pour x(t), avec la
condition initiale (3.21), 'expression®

z(t) = N /t F(t")dt'. (3.30)
0

mry

En prenant pour la fonction de corrélation de la force aléatoire ’expression (2.6),
on obtient, quel que soit ¢,

(@°(t)) =2Dyt, Dy =—; (3.31)

Le mouvement de la particule brownienne est donc, dans ce modele, diffusif a tout
temps.

3.6. Relation d’Einstein

En utilisant les formules (3.8) et (3.28), on obtient une relation entre la mo-
bilité et le coefficient de diffusion spatial de la particule brownienne :

% ay
—_— = 3.32
D, mD ( )

8 Lorsque la force F'(t) est modélisée par un processus aléatoire stationnaire gaussien de
fonction d’autocorrélation g(7) = 2Dm?25(7), le processus z(t) défini par la formule (3.30) est
appelé processus de Wiener.
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Compte tenu du second théoreme de fluctuation-dissipation sous sa forme
(3.19), I’équation ci-dessus peut se réécrire

-7 (3.33)

C’est la relation d’Einstein entre la mobilité u, reliée a la dissipation, et le
coefficient de diffusion spatial D, relié aux fluctuations. C’est une forme du pre-
mier théoréme de fluctuation-dissipation, qui sera établi plus loin de maniere plus
générale.

La relation d’Einstein entre coefficient de diffusion spatial et mobilité s’obtient
aussi de la maniere suivante?. Dans un circuit ouvert ol se trouvent des particules
chargées de densité n(z), la densité de courant de conduction en présence d’un

champ électrique statique et uniforme E est J.ona. = nq(v), avec (v) = pkE, et
la densité de courant de diffusion (chargé) est Jaig, = —qD, g—g. Le circuit étant
ouvert, courant de conduction et courant de diffusion se compensent :
Jcond. + Jdiff. =0. (334)
La densité de particules au point x est donc :
n(z) = n(z = 0) e/ P=, (3.35)

Le systeme est alors a I’équilibre. On a donc aussi :
n(z) = n(z = 0) e17*/kT (3.36)

En identifiant les expressions (3.35) et (3.36) de la densité n(x), et compte tenu
de la définition de la mobilité, on obtient la relation d’Einstein (3.33).

4. Fluctuations de vitesse a I'équilibre

On s’intéresse ici a la dynamique des fluctuations de vitesse lorsque la particule
brownienne est en équilibre avec le bain. On suppose, comme précédemment, que
celui-ci est en équilibre thermodynamique a la température T. Comme, dans 1’état
d’équilibre, (v(t)) = 0, on a, en posant dv(t) = v(t) — (v(t)),

(Bo(t)du(t') = (w(t)u(t))). (4.1)

Pour obtenir I’évolution de la vitesse de la particule brownienne a 1’équilibre,
on commence par écrire la solution!? v(t) de 1’équation de Langevin avec la con-
dition initiale v(t = tg) = vg :

t

1 ’
v(t) = vge 1) — [ Py e ) gy, (42)
m to

9 C’est le raisonnement initial d’A. Einstein.

10 L’équation (4.2) est la généralisation de 1’équation (3.10) pour un instant initial tg quel-
conque.
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On suppose ensuite que l'instant initial ¢y est reporté a —oo ; la particule browni-
enne se trouve alors a l'instant ¢ en équilibre avec le bain, et sa vitesse est

1 [t ,
ot) = / F(t) e 1) gy’ (4.3)

La valeur de la vitesse initiale est “oubliée”. La vitesse de la particule brownienne
a I’équilibre avec le bain est un processus aléatoire stationnaire.

4.1. Fonction de corrélation entre la force de Langevin et la vitesse

A partir de Péquation (4.3), on calcule la fonction de corrélation (v(t)F(t')) :

W) () = % / (P B (L)) e~ gy, (4.4)

En prenant pour fonction d’autocorrélation de la force de Langevin ’expression
simplifiée (2.6), on obtient

t
WO FX))=2Dm | &t —t")e ") q”, (4.5)

— 00

d’ou 'on déduit

0, t' > t.

La vitesse de la particule brownienne a I'instant ¢ n’est donc pas corrélée avec la
force de Langevin & un instant ¢ > t.

(w(t)F(t)) = {2Dme‘7(t_t,), t <t (4.6)

En réalité, le temps de corrélation 7. de la force de Langevin n’est pas nul et
le résultat (4.6) n’est correct que pour |t —t'| > 7.. L’existence d'un temps 7, fini
a pour effet d’adoucir la singularité présente dans I’expression (4.6), la fonction
de corrélation (v(t)F(t')) passant en fait continiment d’une valeur de 'ordre de
2Dm a 0, sur un intervalle de temps de l'ordre de 7.. L’allure, a 7. fini, de la
courbe représentant la fonction de corrélation (v(t)F(t')) en fonction de ¢/, t étant
fixé, est représentée sur la Fig. 1.

Fig. 1. Fonction de corrélation entre la force de Langevin et la vitesse, & 7. fini
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4.2. Fonction d’autocorrélation de la vitesse

La fonction d’autocorrélation de la vitesse s’écrit par exemple, en faisant appel
a l'expression (4.3) de v(t),

W) = % /_ (F(t"o(t")) e 7= g (4.7)

Si, en premiere approximation, on néglige le temps de corrélation 7, il vient,
en tenant compte de I'expression (4.6) de la fonction de corrélation entre la force
de Langevin et la vitesse,

w(t(t)) = 2 e,

(4.8)
~

La fonction d’autocorrélation (v(t)v(t’)) de la vitesse de la particule
brownienne a 1’équilibre décroit donc exponentiellement avec une constante de
temps Tr = 7~ !. Négliger 7. conduit ainsi & une fonction d’autocorrélation de la
vitesse a 1’équilibre en “toile de tente”.

Cette singularité disparait lorsque ’on tient compte du fait que le temps 7. est
en réalité fini. On peut montrer alors que le départ de la fonction d’autocorrélation
de la vitesse est parabolique!! (Fig. 2).

Fig. 2. Fonction d’autocorrélation de la vitesse, & 7. fini

4.3. Théoréme de régression classique
A la limite 7. — 0, I’évolution pour t > t’ de la valeur moyenne a deux temps

(v(t)v(t')) est donc décrite par I’équation différentielle

St = —eltu),  t> . (4.9)

11 Nous établirons plus loin cette propriété (voir la formule (5.19)).
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Il s’agit de I’évolution d’une valeur moyenne a 1’équilibre. On note que ’équation
(4.9) a la méme forme que I’équation différentielle décrivant la relaxation de la
valeur moyenne hors d’équilibre de la vitesse, c¢’est-a-dire

L) = ), 120 (4.10)

Cette propriété, qui permet de calculer simplement la disparition ou encore la
“régression” des fluctuations de vitesse a partir de I’évolution de la valeur moyenne
de la vitesse, est appelée théoréme de régression classique. Dans 1’équation (4.9), la
moyenne — qui est une moyenne a ’équilibre —, a le sens d’une moyenne d’ensemble
portant a la fois sur les variables du bain et sur celles de la particule en équilibre
avec le bain, tandis que dans I’équation (4.10), la moyenne — qui est une moyenne
hors d’équilibre —, est une moyenne d’ensemble sur les variables du bain.

4.4. Premier théoréeme de fluctuation-dissipation

D’apres la formule (4.8), on a, pour la particule brownienne en équilibre avec
le bain,

(w(t)o(0)) = (v*(0)) e, (4.11)

les instants 0 et ¢ étant deux instants ou I’équilibre est réalisé. Le bain étant a
I’équilibre thermodynamique a la température T, il vient

(w(ty(0)) = "L o=, (4.12)

m

expression d’ou 'on déduit, par transformation de Fourier-Laplace, 1'égalité

/Ooo(v(t)v(O)> et gp = M1

m oy —iw

(4.13)

En se reportant a la définition (3.6) de 'admittance complexe, on vérifie alors
la relation

Alw) = kiT /Ooo<v(t)v(0)> et dt (4.14)

entre 'admittance complexe A(w), qui décrit la réponse a une perturbation exté-
rieure harmonique, et la fonction d’autocorrélation de la vitesse dans I’état d’équi-
libre. Cette relation importante est connue sous le nom de premier théoréme de
fluctuation-dissipation?. On aurait pu I’obtenir également en appliquant la théorie
de la réponse linéaire et les formules de Kubo au systeme isolé constitué par la
particule brownienne couplée avec le bain.

12 Voir la note 7.
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5. Analyse harmonique du modele de Langevin

L’équation de Langevin du mouvement brownien est une équation différentielle
stochastique linéaire. Une méthode standard pour résoudre ce type d’équation est
I'analyse harmonique, qui s’applique aux processus aléatoires stationnaires'3. La
force fluctuante F'(t) est, par hypothese, un tel processus. Il en est de méme de la
vitesse v(t) de la particule, a condition toutefois que celle-ci se trouve en contact
avec le bain depuis un temps suffisamment long.

Nous nous proposons de reprendre par cette méthode 1’étude des fluctuations
de vitesse de la particule brownienne a 1’équilibre. Il est ainsi possible, plus facile-
ment que par I’étude temporelle directe, de traiter le cas d’un temps 7. fini. Nous
supposerons dans tout ce qui suit que le bain est en équilibre thermodynamique a
la température T

5.1. Relation entre les densités spectrales de la force fluctuante et
de la vitesse de la particule brownienne

Les transformées de Fourier F'(w) de la force aléatoire et v(w) de la vitesse de
la particule brownienne sont définies par'*

Plw) = /_ T R et at (5.1)

et par

oo
v(w) = / v(t) et dt. (5.2)
— 00

Etant donné qu’il s’agit de processus aléatoires stationnaires, ces transformées de
Fourier sont obtenues en travaillant sur un grand intervalle de largeur finie 7" de
I’axe des temps, la limite 7 — oo étant effectuée a la fin des calculs. Clairement,
I'intervalle 7 choisi doit étre grand devant les temps caractéristiques d’évolution,
ce qui signifie en pratique 7 > Tg. Les quantités F'(w) et v(w) sont reliées par

1 1
m 7y —iw

F(w). (5.3)

v(w) =

La densité spectrale Sp(w) de la force aléatoire, définie par

Spw) = Jim 2 (F()P), (54

13 Voir le chapitre 2.

14 pour simplifier, nous gardons, comme a I’habitude, la méme notation pour la force aléatoire
F(t) et pour sa transformée de Fourier F'(w), ainsi que pour la vitesse de la particule brownienne
v(t) et pour sa transformée de Fourier v(w).
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et la densité spectrale S, (w) de la vitesse, définie de maniére analogue, sont reliées
par
Solw) = — — 1 Sp(w) (5.5)
U(w)_m2’y2+w2 r(w). .
La densité spectrale de la vitesse est donc le produit d’une lorentzienne de largeur v
par la densité spectrale de la force aléatoire.

D’apres le théoréeme de Wiener-Khintchine, densité spectrale et fonction
d’autocorrélation d’un processus aléatoire stationnaire sont transformées de Fourier
I'une de l'autre. La fonction d’autocorrélation g(7) de la force aléatoire étant une
fonction tres “piquée” autour de 7 = 0 et de largeur 7., la densité spectrale corres-
pondante Sg(w) est une fonction tres large, de largeur de I'ordre de 7,7 1.

5.2. Fonction d’autocorrélation de la vitesse : cas du bruit blanc
Supposons dans un premier temps que la densité spectrale de la force aléatoire
est indépendante de la fréquence (bruit blanc) :

Sr(w) = Sr. (5.6)

D’apres le théoreme de Wiener-Khintchine, la fonction d’autocorrélation de la force
aléatoire est dans ce cas une fonction delta :

o) = — / T Sp e T dw = Sp (7). (5.7)

2m J_

Supposer que le bruit est blanc revient a négliger le temps de corrélation de la
force de Langevin. L’expression (5.7) est en effet de la forme (2.6), avec

Sp =2Dm?. (5.8)

A partir de I’équation (5.5), on peut, en utilisant une nouvelle fois le théoreme
de Wiener-Khintchine, écrire la fonction d’autocorrélation de la vitesse de la par-
ticule brownienne en équilibre avec le bain comme l'intégrale

1 [~ 1 1

_ —iwt

{v(t)v(0))

expression d’ou I'on déduit, apres intégration,

Sk

— —t] 1
P e ML (5.10)

(v(t)v(0))

Le bain étant supposé en équilibre thermodynamique a la température T, il

vient : 1
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Comme on a

SFZSF(Q):O):/OO g(T)dT, (5.12)

— 00

on déduit de la formule (5.11) la relation

1 oo

La fonction g(7) étant paire, ce résultat n’est autre que le second théoreme de
fluctuation-dissipation (3.20).

5.3. Généralisation a un bruit coloré

Le temps de corrélation 7. étant en réalité fini, la densité spectrale de la force
aléatoire n’est pas une constante, mais une fonction tres large, de largeur de I'ordre
de 771. Un tel bruit peut étre dit coloré.

Prenons par exemple pour Sg(w) une lorentzienne de largeur w, = 7, 1,

wQ

c (5.14)

e =S

ce qui revient a choisir pour la fonction d’autocorrélation de la force de Langevin
la forme'®

> wg —iWwT (.UCSF —We|T

Il en résulte, d’apres la formule (5.5), que S, (w) est de la forme

1 1 w?
- . . (5.16)
m? 2 4+ w? w? +w?

Sp(w) =

On peut de nouveau utiliser le théoreme de Wiener-Khintchine pour calculer
la fonction d’autocorrélation de la vitesse :

1 [* 1 1 w? it
= — —_— F 6_ dwa (517)
21 J_ o m? 2 +w? T w2 +w?

(v(t)v(0))

expression d’ou 'on déduit, apres intégration,

1 w?
- 2 S 2 .
2m Y We =79

(v(t)v(0))

(el — L gmweltly, (5.18)

2 We

15 Une telle expression de g(7) peut se justifier & partir de certains modéles microscopiques
de l’interaction de la particule brownienne avec le bain.
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Ce résultat montre que la fonction d’autocorrélation de la vitesse se comporte de
maniere parabolique pour |t| < 7. (Fig. 2) : la singularité qui apparait lorsque ’on
néglige 7. a effectivement disparu.

Notons enfin que, méme dans le cas d’un bruit coloré, le second théoreme

de fluctuation-dissipation s’écrit encore sous la forme (3.20). Comme le montre la
formule (5.18), on a en effet dans ce cas, pour t = 0,

(v*(0))

1 g We
“2miy T we

(5.19)

expression qui se réduit & Sg/2m?y lorsque v < w. (7. < Tg). Cette quantité
s’identifie donc & (v%(0)) = kT /m, ce qui démontre la validité de la relation (3.20)
méme lorsque la fonction d’autocorrélation de la force de Langevin n’est pas as-
similée a une fonction de Dirac, pourvu que 'on ait 7. < Tg.

6. Echelles de temps

Comme le montre la formule (5.18), deux constantes de temps interviennent
dans la dynamique des fluctuations de vitesse de la particule brownienne libre, 'une
tres courte, de 'ordre du temps de corrélation de la force aléatoire ou temps de
collision 7., 'autre beaucoup plus longue, égale au temps de relaxation Tp = !
de la vitesse moyenne de la particule. Le poids relatif des termes en e™“<! et en
e~ 7 est d’ordre v/w. < 1. Pour que les fluctuations de vitesse régressent, c’est-a-
dire décroissent sensiblement, un temps au moins de 'ordre de T’ est nécessaire.
La vitesse est donc essentiellement une variable lente, tandis que la force aléatoire
est une variable rapide. Cette séparation des échelles de temps,

Te <<TR7 (61)

cruciale dans le modele de Langevin, se produit effectivement lorsque la particule
brownienne est beaucoup plus lourde que les molécules du fluide environnant.

Dans ’équation de Langevin (2.2) figure une opération de dérivation d/dt,
dans laquelle dt ne représente pas un intervalle de temps infinitésimal mais un
intervalle de temps fini pendant lequel un changement de la vitesse de la particule
se produit. Cet intervalle de temps At est beaucoup plus long que le temps de
collision 7., puisque I’évolution de la vitesse de la particule brownienne découle
des nombreux chocs qu’elle subit de la part des molécules du bain. Par ailleurs,
I’équation de Langevin décrivant la relaxation des fluctuations moyennes de vitesse,
At reste petit par rapport au temps de relaxation Tr. L’équation de Langevin
décrit donc une évolution de la vitesse de la particule brownienne sur une échelle
de temps intermédiaire At comprise entre 7. et T :

Te € At < Tg. (6.2)
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